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Dem Andenken meines lieben Vaters! 


Einleitung. 


Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die hyper- 
geometrische Differentialgleichung dritter Ordnung mit zwei 
endlichen singulären Punkten. Dieselbe entsteht durch Verall- 
gemeinerung der Differentialgleiehung der Gaußschen hyper- 
geometrischen Funktion, welche dureh die unendliche Reihe 
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definiert wird. Die Gaußsche hypergeometrische Funktion ge- 
nügt der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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Unter einer hypergeometrischen Funktion dritter Ordnung 
versteht man nun die in Analogie zu (1) gebildete Reihe 


(3) F (a, 8,7; 9,0,xX) = 
Da Bi asgie en ee er, 
1.0.0 .2o(e—+1)0:.(0-+]1) 
welche, wie Thomae'!) und Goursat?) gezeigt haben, die 
Differentialgleichung 


) Thomae, Über die höheren hypergeometrischen Reihen, insbeson- 
dere über die Reihe | 
+ Ga, matt DnmtN „|. 
1.b, b, 1 2b,(b, +V)b,(&, +1) 
Math. Ann. Bad. II. 
?) Goursat, Memoire sur les fonetions hypergeometriques d’ordre 
superieur, Ann. de V’Ecole Normale, Ser. II, t. XII, p. 261. 
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befriedigt. Sowohl die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
als auch die letztere besitzen als endliche singuläre Stellen nur 
die Punkte 0 und 1. Außerdem ist < — oo ein singulärer 
Wert. 

Die Gaußsche Differentialgleichung kann außer durch 
Reihen auch durch bestimmte einfache Integrale integriert werden, 
in. deren Integrand die Variable x als Parameter vorkommt. 
Bei den einzelnen Partikularlösungen kann der Integrand stets 
dieselbe Form behalten, während die Grenzen verschiedene 
Werte besitzen. 

Was die Integration der hypergeometrischen Differential- 
sleichung dritter Ordnung anbetrifft, so hat Herr Pochhammer') 
bewiesen, daß die partikulären Lösungen derselben in Form 
bestimmter Doppelintegrale darstellbar sind, bei welchen allen 
die zu integrierende Funktion eine und dieselbe ist, während in 
den Integralgrenzen unterscheidende Werte auftreten, wodurch 
eine übersichtliche Anordnung der partikulären Integrale 
möglich ist. 

«In der vorliegenden Arbeit sollen die für die Verzweigung 
der hypergeometrischen Funktion dritter Ordnung wesentlichen 
Relationen zwischen den partikulären Integralen der einzelnen 
Gebiete festgestellt werden. Sind die Beziehungen, welche 
zwischen den partikulären Integralen bestehen, bekannt, so 
kennt man die Art und Weise, wie sich ein beliebiges parti- 
kuläres Integral in der komplexen Ebene fortsetzt. 

Zunächst soll in aller Kürze diehypergeometrische Differential- 
gleichung zweiter Ordnung behandelt werden, da die hierbei 
abzuleitenden Resultate an späterer Stelle Verwendung finden 


werden. 


!, Pochhammer, Zur Theorie der allgemeinen hypergeome- 
trischen Reihe, Journal f. Math. Bd. 102. 


I. Die hypergeometrische Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. 


A. Die partikulären Lösungen und ihre Anfangswerte. 


Die Gaubsche Differentialgleichung 
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besitzt bekanntlich, wenn man mit (u, x) die Funktion 
ae Puh ol SET ! bezeichnet, die partikulären 
Hauptlösungen 
5) y,(X) = [ p(u,x) du und y,(xX)= [ p(u,x) du 

1 n) 


in der Umgebung von x — 0, 


(6) n, (x) - | y(u,x) du und n, ori x) du 
ei n 


in der Umgebung von x==1 und 
; A 

(7) Ay [ p(u,x) du und L,(x) = / r(u,x) du 
’t “ : & 
in der Umgebung von x —= ©. Hierbei ist vorausgesetzt, dab 
die Konstanten denjenigen Bedingungen genügen, die für die 
Konvergenz der Integrale erforderlich sind. 

Diese Integrale lassen sich in Gaußsche hypergeometrische 
heihen entwickeln und zwar ist 


y, (x) ==.konst.# (a, B:0.x) 
Y. (X) — konst. x Flag +1,90 +1; 2 — e;%) 
(6)) 7, &&) = konst. . F(a,ß; ae+P? —oe+1;1—x) 
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Die Hauptintegrale der einzelnen Gebiete stehen im Zu- 
sammenhang, und zwar besteht nach bekanntem Satz zwischen 
je drei verschiedenen partikulären Lösungen eine lineare Be- 
ziehung mit konstanten Koeffizienten. Die Koeffizienten dieser 
Gleichungen sollen bestimmt werden. Das geschieht mit Hilfe 
der Umlaufsrelationen. Besteht nämlich zwischen den parti- 
kulären Lösungen y, (X), n,(X) und n,(x) die lineare Beziehung 


X) = am) + aan (X), 


in der die konstanten Koeffizienten q,, a, zu ermitteln sind, so 
verschafft man sieh aus dieser Gleichung‘ zwei neue, indem 
man einmal den Parameter x den Nullpunkt umkreisen läßt, 
ein anderes Mal x einen Umlauf um den singulären Punkt 1 
ausführen läßt. Es werde der Endwert der Funktion nach 
einem positiven Umlauf um den Punkt 0 durch einen Strich, 
um den Punkt I durch zwei Striche angegeben. Dann gelten 
die Gleichungen 


vo) HR m 7) Lund 
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Aus diesen Gleichungen läßt sich a, und a, ermitteln. 

Damit ist der Gang der Lösung vorstehender Aufgabe an- 
gedeutet: es ist zunächst festzustellen, welche Ausdrücke die 
einzelnen Hauptintegrale annehmen, wenn bei ihnen der Para- 
meter x je einen Umlauf um die Punkte 0 und 1 ausführt. 

Allgemein ist das Verhalten solcher Integrale bei Umläufen 
ihres Parameters von Herrn Pochhammer') untersucht worden. 

Da der Integrand  (u,x) der hier zu betrachtenden Inte- 
srale eine mehrdeutige Funktion ist, muß ein bestimmter An- 
fangswert derselben fixiert werden. Man setzt fest, daß der 


!) Pochhammer, Über eine Klasse von Funktionen einer kom- 
plexen Variablen, welche die Form bestimmter Integrale haben. Journ. 
f. Math. Bd. 105—104. 
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Parameter x von einem zwischen den Punkten 0 und 1 anf 
der reellen Achse gelegenen reellen Wert x, aus den Umlauf 
vollführe. Ferner werden die Konstanten «, # und o der Ein- 
fachheit halber als reell vorausgesetzt. Schließlich sei, soweit 
es sich um die Anfangswerte handelt, der Integrationsweg eines 
jeden Integrals ein Stück der reellen Achse. Nach diesen Vor- 
aussetzungen ist als Anfangswert von y, (X) für x=x, 
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zu nehmen, wo für die Potenzen die reellen Werte gewählt 
werden sollen. Der Integrand von y, (x,) ist dann reell und 
positiv. 

Bei der Wahl der Anfangswerte der Integranden bei den 
übrigen Hauptintegralen legt man den Anfangszweig von y, (X) 
zugrunde. Es durchlaufe 
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nämlich die. Variable z der Funktion 
Pier) PuUf—e ni) Ten], 

wobei auf dem Wege 1 die positiven reellen Werte der Po- 
tenzen zu nehmen sind, den Weg 1x,0 (— ©), in dem sie 
die singulären Punkte in positiven Sinn längs kleiner Halb- 
kreise umgehe. Damit werden auf den Wegen 1x,. x,0 und 
0(— 0) ganz bestimmte, aus dem Ausgangsweig entstehende 
Funktionszweige auftreten, (ie man bzw. bei den längs dieser 
Wege genommenen Integralen zugrunde legt. 

Zunächst umgeht die Variable z den Punkt 1, etwa längs 
eines Halbkreises vom Radius o,. Es ist z=1--.o, für den 
Punkt a der reellen Achse und u =1-+o,e” für den links 
von 1 gelegenen Punkt u=-c der reellen Achse. Folglich ist 
auf dem Wege von 1 bis zum nächsten an 1 liegenden singu- 


er as 


lären Punkt x,, in dem Anfangszweig (u— 1)?“ 1 dureh 
e—a—]1 


0, e "ea 1) zu ersetzen und als Integrand auf 
dem Wege 1x, der Zweig 


e alle — a —.1) Beer RR 0, e—a—l1 


zu hehmen. Es ist der Anfangswert von 7, (x), welches den 
Weg 1x, zum Integrationsweg hat, daher 
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wobei der Integrand reell und positiv ist. 
Auf dem Wege x,0 ergibt sich nach diesem Prinzip der 
Funktionszweig 
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9, 
worin Öd resp. o, die absoluten Beträge von u— x, resp. 1— u 
bedeuten. Daher ist als Anfangswert von y, (x) für x—=x, 
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oe ee en >... 
0 
zu wählen; hier ist der Integrand reell und positiv. 
Die Anfangswerte der partikulären Lösungen £,(x) und £,(x) 
ergeben sich durch Zerlegung der Integrationswege, So ist 
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und 
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wo die Integranden reell und positiv sein sollen und die bei- 
den Teilintegrale nach dem obigen Prinzip zusammenhängen. 


Als Anfangswert des Integranden von n, (x) wählt man 
denjenigen Zweig, der aus dem auf dem Wege x,0 fixierten 
Anfangszweig entsteht, indem hier die Variable z den Null- 
punkt in positiver Richtung längs eines Halbkreises umgeht. 
Die Potenzen (x, — u) "Fund (1 — mW“! sind in der Um- 
gebung des Nullpunktes eindeutig, dagegen ist zu--0 für die 
Potenz u” ein Verzweigungsprodukt. Bezeiehnet man den 
absoluten Betrag von u mit e, so ist nach der Umgehung des 
Nullpunktes u?” durch e!@— 9) zu ersetzen, und 
als Integrand ist also auf dem Wege 0 (— ) der Zweig 
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zu nehmen. Folglich ist der Anfangswert von n, (x), dessen 
Integrationsweg sich von O0 bis — © erstreckt, 
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n, (x,) =..o TI el (X, — uU) —,) (—-u) B—0 Meg) oe—a—] du. 
iR 
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Hierin sind die Potenzen (x — u), (m)? und 
(1 — 7%! reell und positiv. | 
Die Anfangswerte der partikulären Hauptlösungen sind also: 
+ 
A eo en du, 
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n,(X,) So zi (e—a—1) (ix) —B yP—eE (9 o—a—1 du, 
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Für sämtliche Integranden sind hier die reellen positiven 
Werte zu nehmen. 


B. Der Parameter x führe in den Hauptintegralen y, (x) 
und y,(X) je einen positiven Umlauf um den singulären 
Punkt I aus. 


I. In y, (x) führe der Parameter x von dem Anfangswert 
x ==x, aus eine positive Umkreisung des Punktes 1 aus. Den 
Weg des Parameters beschreibt die gestrichelte Kurve in neben- 
stehender Figur: 


Ö- 
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Bei veränderliehem x ist y, (x) eine mehrdeutige Funktion 
von x, die im allgemeinen stetig von einem Punkt der Ebene 
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zum anderen fortgesetzt werden kann. Zwei aufeinanderfolgende 
Funktionswerte eines und desselben Zweiges von y, (x) erhält 
man nur dann, wenn die Linie, welche die zugehörigen Werte x 
verbindet, den Integrationsweg nicht schneidet!). Schneidet die 
x-Kurve dagegen den Integrationsweg, so muß, falls die Stetig- 
keit von y, (X) nicht verletzt werden soll, der Integrationsweg 
vor der x-Kurve ausbiegen. Die x-Kurve schiebt den Inte- 
grationsweg wie einen elastischen Faden vor sich hin. Der 
ursprünglich geradlinig von 1 nach © verlaufende Integrations- 
weg weicht so aus. wie es Fig. 2 veranschaulicht. Man zieht 
ihn auf die geradlinigen Wege längs der reellen Achse und 
auf die beiden Umkreisungen zusammen (Fig. 3). 


Je. 3 


Danach ist y, (x,) gleich (1 c def) oder — y, (x,) gleich 
(so fedcL1), wenn hier wie im folgenden die Integrale kurz 
durch ihre in Klammern gesetzten Integrationswege bezeichnet 


werden. Das Integral — y, (x,) besteht aus den Teilintegralen 
(ef) + (fe) + (ed) + (dc) + (cl). Das Integral über 
den Anfangszweig der zu integrierenden Funktion längs of 
ist unendlich wenig von demselben längs 1 erstreekten Inte- 
gral verschieden. Der erste Bestandteil von — y, (x,) ist also 
weht (X). 

| Der zweite Bestandteil von — y, (x,), das Integral (fe), 
ist unendlich klein. 

In dem Integral (de) oder was dasselbe ist (1x,) sind 
die Werte der zu integrierenden Funktion anzuwenden, welche 
aus dem auf dem vorhergehenden Wege fixierten Funktions- 
zweig entstehen, indem die Integrationsvariable z den singu- 
lären Punkt 1 in positiver Richtung längs fe umgeht. Be- 
zeichnet d den Radius des Halbkreises fe, so gilt für die 


1), Pochhammer, Über eine Klasse von Funktionen .... Journ. 
f, Math. Bd. 104. 
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Punkte z des Halbkreises (u—1) — re "wo ı der absolute 
Betrag von u—1 und 9 das jeweilige Azimut von u ist. Da- 
her wird für den Punkt u des Halbkreises links von 1 als 
Sehnittpunkt mit der reellen Achse (u 1) "1 e tere I) 
1? —*—1 sein; auf dem Wege 1x, ist in dem Anfangszweig 
somit (u—1)e =! durch e*!E ed), 041 zu ersetzen. 


Der dritte Bestandteil von — y, (x,) ist also 


| ee dw) Pure ne lin 
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wo die Potenzen im Integranden reell und positiv sind, d. h. 
er ist n,(X,) nach (8), 4. 


(d c), ist unendlich klein. 

Der letzte Bestandteil von — y, (X) ist das Integral (c1) 
oder (x, 1). Die Funktionswerte auf dem Wege x, 1 setzen 
sich stetig an die auf dem vorhergehenden Wege 1x, an. In 
diesen ist also infolge der Umkreisung von x, durch ı die Po- 
tenz (u—x,) ° durch e ?"# (u—x,)—? zu ersetzen, und als 


letzten Bestandteil von ee erhält man somit — e =?" #7, (x). 
Demnach ist | 5 
(9) NN) den i en Ya X). 


U. Der Parameter umkreise in y, (x), von dem Wert x—x, 
ausgehend, in positiver Richtung den Punkt 1. 


Da in y, (x) der Parameter x zugleich obere Grenze ist, 
so wird der Integrationsweg von y,(x,) gleich dem ursprüng- 
lichen Wege 0x, vermehrt um den Weg des Parameters sein 
(Fig. 4). Nach Zusammenziehung des Integrationsweges (Fig. 5) 
besteht der Integrationsweg von y» (x,) aus den Teilwegen 0 d 
+ def+fg + ghi-tik oder Od—+ fg ik, da die Inte- 
grale (def) und (ghi) unendlich klein sind. Das Integral (0 d) 
ist mit dem Integral (0 x,) identisch. Da auf, dem Wege (0x, ) 
der Funktionszweig von y, (X,) anzuwenden ist, wird der erste 
Bestandteil des Endwertes gleich y, (x,) sein. 


Der zweite Bestandteil von y,(x,) wird das Integral (fe) 
oder (x, 1). Hierbei ist derjenige Funktionszweig anzuwenden, 
weleher aus dem auf dem vorhergehenden Wege 0x, fixierten 
entsteht, indem die Variable z den Punkt x, längs def in po- 
sitivem Sinne umgeht. Auf dem Wege x, 1 ist daher im An- 
fangszweig (x, — u)” durch a. Ze ae zu ersetzen. 
Der, zweite Bestandteil von ve (x,) wird somit — e?*i@ RR 

Die Funktionswerte auf dem Wege 1x, schließen sich 
stetig an diejenigen auf dem Wege fg an. Die Potenz (1—u) 
| nimmt daselbst den Faktor e ? "ie auf, weil 
die Variable u, um von der einen Strecke zur anderen zu ge- 
langen, einen positiven Umlauf um den Punkt 1 ausführt. Der 
letzte Bestandteil von y,(X,) ist daher e 2 ie —«—P) TR) 

Es ist schließlich 


e—a—]1 
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C. Der Parameter führe in den partikulären Hauptlösungen 
n, (x) und n,(x) je einen positiven Umlauf um den Null- 
punkt aus. 


I. Der Parameter x umkreise in n, (x), von dem Wert x—.x, 
ausgehend, wofür der Anfangswert n, (X,) (Korm. 8, 3) von 
n, (x) gewählt werde, in positiver Richtung den Nullpunkt und 
beschreibe die gestrichelte Kurve (Fig. 6) bis zu einem unend- 
lich nahe an,.x, liegenden Werte 5. Damit die Stetigkeit von 


Y, (X) gewahrt bleibt, muß der ursprünglich geradlinig von 
— = nach O verlaufende Integrationsweg ausweichen, wie es 
Figur 6 andeutet. Es ist n, (x,) das Integral längs des Weges 
— »abcde®, oder längs des Weges — abcdfeh (Fig. T), 
wenn man die Integrationskurve und den Parameterweg in be- 
kannter Weise zusammenzieht. Das Integral n, (x,) besteht aus 


= 
4} 
den Teilintegralen (— oa) + (abe) + (cd) + (dfgQ) + (eh) 
Die Kurvenintegrale (abc) und (d fg) sind verschwindend klein. 
Auf dem Wege a ist der Funktionszweig von 7,(X,) an- 
zuwenden. Das Integral längs des Weges <a oder ©0 ist 
7, (&%). 

Die Variable u umgeht dann den Punkt O0 längs abc. 
Ist < der Radius dieses Halbkreises, so werden die Punkte ı 
des Halbkreises mit dem jeweiligen Azimut 4 durch — u— se”! 


dargestellt. Folglich ist auf dem Wege 0x, in dem Anfangs- 
zweig (— u)? durch ei —e) „Pe zu ersetzen, so daß 


der nächste Bestandteil von n, (x,) das Integral 


x, 


e ee 1) —Pp u B—0 (1 —) o—a—1 du 
N | 


wird, worin die Potenzen im Integranden reell und positiv sind. 

Die Integrationsvariable umkreist darauf in positiver Rich- 
tung den Punkt 1. Da der Punkt u—x, für die Potenz 
(x, — m)? des Integranden Verzweigungspunkt ist, so nimmt 


Fa 


dieselbe infolge des Umlaufs der Variablen den Faktor 
e-? "IP auf, Auf dem Wege x,0 ist daher der Endwert der 
Potenz ( -— = ?=e-?"WB (x — m). Der letzte Bestand- 
teil von n, (x,) wird daher 


e 2 ri eiß—e—a+]) fan -rur eu oe—a—]1 du, 


3, 


wobei der Integrand reell und positiv ist. 
Aus diesen drei Bestandteilen ergibt sich nach (8), 4 


Arsen) (de Fr a) BA) y, (&)- 


U. In dem in der Umgebung des Punktes 1 mehrdeutigen 
Hauptintegral n, (x) umkreise der Parameter, von x —=x, aus- 
gehend, in positiver Richtung den Nullpunkt. Da x in dem 
Integral n,(x) als obere Grenze vorkommt, so ist der Inte- 
grationsweg von n,(X,) gleich dem ursprünglichen Integrations- 
weg vermehrt um den Weg des Parameters (Fig. S). also gleich 


Se GREEN 
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dem Wege Labcdef (Fig. 9), wobei auf dem Wege la oder 
e” L & 
d[ : 4 z 
0 ye 7 R (= 
a I 


1x, der Funktionszweig von 7, (X,) anzuwenden ist. Im wesent- 
lichen bnsteht 7, (x,) aus den Integralen (la) + (de) —+ (cf), 
Das Integral (1a) ist bis auf einen © kleinen Betrag mit 
n, (X,) identisch. 

Da die Variable x den Punkt x, in positivem Sinne um- 
seht, so ist in dem Anfangszweig auf dem Wege bc oder x, 
die Potenz (u—x,) ° dureh ei (x —u) zu ersetzen. 
Das Integral (bc) ist daher — y,(x,). Die Variable z um- 
kreist darauf ‚den Nullpunkt. In dem Funktionszweig von 


2 


Bea: Sp a 


ys(&) nimmt die Potenz Pag infolge des positiven Umlaufs 
von u um den Punkt.0 den Faktor e? 7%) auf, so daß das 
Integral längs des Weges ef bis auf eine © kleine Größe mit 
ed #—2)y,(x,) identisch ist. 
Es ist also 


(12) 6) 08 re le, )Y X). 


Ill. Man weiß ferner, daß y, (x) das bei x== o und n, (x) 
das bei x 1 eindeutige Hauptintegral ist. Die Formeln (5'),2 
und (6'),2 ergeben direkt, daß sich die Integrale y, (x) und. 
7. (X) bei einem positivem Umlauf von x um O resp. 1 mit dem 
konstanten Faktor e= 2? "% resp. e? "!I@ — «—) multiplizieren. 


D. Beziehungen, welche zwischen den partikulären Lösungen 
yı (X), 9. @0, 7, (x) und n, (x) bestehen. 


Es wird auf I, Abschnitt A verwiesen. Mit Hilfe der ge- 
wonnenen Resultate lassen sich die Koeffizienten bestimmen, 
_ welehe bei den zwischen den Hauptintegralen im Gebiete der 
Punkte 0 und 1 bestehenden Beziehungen vorkommen. Zur 
Ermittlung der Koeffizienten der Gleichung 


(a) yı I) = a, 9, (&) ar N, 


besitzt man die beiden weiteren Gleichungen 


y)=an&)-+ 0, &)undy, @K)=an,@) ta 1%) 
oder nach Einführung der Werte 


BIRD N ZiriR, BR 


Fan) = eo 
(e) Yı (X, ) OR (1 Fe . a! (X X,) — 4, (X) 
mei -a—n, 2,0: 


Indem man (a) von (b) und (e) snbtrahiert, erhält man 


Na a, (1 Naar, 2 AB, e? 2 ri (8 — 0) q, a,(l eo? Bereh hir 
(er ee N 
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folst‘ so dab Gl, (a) in 


BANN y Gola nic) 
a RE) 

übergeht. | 

Nach genau derselben Methode ergeben sieh für die 

Koeffizienten 5, und 5b, der Gleichung 


Y> (X) 75 b, Hı (X) Ar b, lie (X) 
die Werte 


e -2nia_] 
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Also ist. 
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(14) DE rt — a — 5) Vs (x, ) ep El, 1) ezrıio 3) N, (x, ) 
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Aus den Gl. (13) und (14) folgt durch Elimination von n, (x,) 
die Gl. 


27 eZ=ie (| — ge 2rIa, | 
(i! == — a 
(15) 1 (X) PET Ehe: Ya) 
9 fi > fs 4, 
e 2 18 (e 2ru(e 2) IE 1) 


BE non 
l e2’ie_1 » 


die an späterer -Stelle Verwendung finden soll. 
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Il. Die hypergeometrische Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten. 
Die für die Gaußsche Ditferentialgleichung angestellten 
Betrachtungen sollen auf die hypergeometrische Differential- 
gleichung dritter Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten 
ausgedehnt werden. 


A. Die partikulären Lösungen und ihre Anfangswerte. 


Die hypergeometrische Differentialgleichung dritter Ordnung 
mit zwei endlichen singulären Punkten hat die Form 


ee er rleritr/r Beet 
+ trete ++ 847 + dx] + ar ya, 


Ihre endlichen singulären Punkte sind die Punkte x ==0 


und x 1; außerdem ist x— « ein singulärer Wert. 
Setzt man der Abkürzung halber 


Buy, = — nv nea- yo au Der mE 


so weiß man'), daß sich die vorliegende Differentialgleichung 
in der Umgebung des Nullpunktes durch die partikulären 
Lösungen 
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in der Umgebung des Punktes 1 durch die partikulären 
ge 
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J 
NOT RR: läßt. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die 
Konstanten «, ß, y, o, 6 innerhalb soleher Grenzen liegen, dab 
die Doppelintegrale konvergent sind. 
Die Doppelintegrale (16) und (18) sind in hypergeometrische 
Reihen dritter Ordnung, d. h. in Reihen der Form 
a.b.c 
Een 
ED en ae 2 
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entwickelbar, und zwar ist bei dieser 5 
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Dagegen sind die partikulären Lösungen n, (X), 7, (x) und 
n, (X) nicht in hypergeometrische Reihen entwickelbar, sondern 
es ist n, (x) gleich dem Produkt aus (x— 1)? el; 
einem konstanten Faktor und einer nach positiven ganzen Po- 
tenzen von (x — 1) fortschreitenden Reihe, n, (x) und n, (x) gleich 
einem Produkt aus einem konstanten Faktor und einer ;die 
positiven ganzen Potenzen von (x —1) enthaltenden Reihe. 

Man stellt sich die Aufgabe, die konstanten Koeffizienten 
zu bestimmen, welche in den zwischen vier von einander un- 
abhängigen partikulären Lösungen bestehenden linearen Be- 
ziehungen auftreten. Man verfährt zu diesem Zwecke genau 
so wie bei der Gaußsehen Gleichung, und es wird daher der 
erste Teil der Aufgabe darin bestehen, festzustellen, in welche 
Ausdrücke die partikulären Lösungen übergehen, wenn in jeder 
derselben der Parameter x einen Umlauf um die endlichen 
singulären Punkte ausführt. 

Im folgenden handelt es sich um Doppelintegrale der Form 
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wobei die Grenzen g, und A, resp. g, und Ah, die Werte 0,1, 


x, ooresp. ‘0, 1, v, ‘oe ‘annehmen. "Es. sei 
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Man setzt voraus. dab der Integrationsweg der Variablen v 
singuläre Punkte vermeide, indem er solehe längs einer kleinen 
Kurve, eines Kreises oder Halbkreises in positiver Richtung 
umgehe. Sind 0, und A, singuläre Punkte von f(v), so werde 
/ als konvergent angenommen; dies sei außerdem bei dem in 
f(v) auftretenden Integral vorausgesetzt. Schließlich werde 
festgesetzt, dab, wenn in der v-Ebene in der unmittelbaren 
Nähe der Punkte g, oder A, irgendeine unendlich kleine Kurve 
zezogen wird, das über eine solche Kurve erstreckte Integral 
der Funktion (v — x) 7 f(v) einen unendlich kleinen Wert habe; 
die analoge Voraussetzung soll für das in f(v) enthaltene In- 
tegral gelten. Unter diesen Annahmen ist das Integral / bei 
gegebenem Anfangswert und Integrationsweg eindeutig. Nur 
ist dabei zu beachten, daß sich die Integrationswege nicht 
schneiden dürfen, damit die Potenz (u— v) =?! nicht un- 
bestimmt werde. 

Es entsteht jetzt die Aufgabe, bei den Umläufen des Para- 
meters x feste Anfangswerte der in den Integranden auftretenden 
mehrdeutigen Funktion zu wählen. Dazu setzt man fest, dab 
der Parameter x von einem zwischen den Punkten O0 und 1 
auf der reellen Achse gelegenen Punkte x—x, aus seine Um- 
kreisung in Gestalt einer geschlossenen Kurye vollführe. Die 
Konstanten «, 3. y. o und o werden der Einfachheit halber als 
reell vorausgesetzt. Schließlich wird festgesetzt, daß die Inte- 
grationswege Stücke der reellen Achse sein sollen, insofern es 
sieh um die Anfangswerte der Integrale handelt. 

Als Anfangswert der zu integrierenden Funktion (v— x) 77" 
'f(v) wählt man ihren positiven reellen Wert. 

In y, (x) variiert die Integrationsvariable v innerhalb- der 
(‚renzen 1 und =, die Integrationsvariable z innerhalb der - 
Grenzen v und 1; infolgedessen ist v— x, v, u und u—1 
‚stets positiv. Dagegen ist u—v negativ. was man erkennt, 


wenn man v für einen Augenblick einen bestimmten Wert 
v=»y, erteilt Um auch für die Potenz (u — ern 
den positiven Wert zu wählen, führt man an ihrer Stelle 
ea —UrAeZ—e— U) u -vjP PT! ein und bericksrehnet 
bier von den unendlich vielen Zweigen der Potenz denjenigen, 
bei welchem »—1 ist. Dann wird 
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wo jetzt die im Integranden auftretenden Potenzen positiv sind. 
Man wählt überdies ihre reellen Werte. 

Bei der Wahl gerade dieses Zweiges der zu integrierenden 
Funktion ist die getroffene Annahme bestimmend, daß die 
Integrationsvariablen singuläre Punkte in positiver Richtung 
umgehen sollen. In der Tat würde der Funktionszweig in 
y, (x) aus der zu integrierenden Funktion von 
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wo die Potenzen im Integranden reell und positiv vorausgesetzt 
seien, entstehen, dadurch dab die Variable z von dem Wege v 
zu Werten des Weges 1v fortschreitet, indem sie den Punkt v 
in positiver Richtung umgeht. 

Um den Anfangswert von y,(X,) zu bestimmen, beachtet 
man, dab in dem Doppelintegral 


1 ao 
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sämtliche Potenzen positiv sind. Sie werden als reell voraus- 


‚gesetzt. Dieses Doppelintegral unterscheidet sich von y (X) 
nur dadurch, daß in letzterem nach v zwischen den Grenzen 0 
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und x, zu integrieren ist. Man nimmt daher als Funktions- 
zweig bei y,(x) denjenigen, welcher aus der zu integrierenden 
Funktion vorstehenden Doppelintegrals dadurch entsteht, dab 
die Variable v von Werten des Weges 1x, zu solchen des 
Weges 0x, fortschreitet, indem sie dabei den Verzweigungs- 
punkt x, in positivem Sinne umgeht. Damit ist 
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welches Doppelintegral bis auf den Exponentialfaktor einen 

positiven reellen Wert besitzt. 

In y, (x) sind die Potenzen v— x) "7, u—v) 1 
und (u — 1) ? 7° wi negativ; man ersetzt sie durch e = ar 
\v— x| "7 resp. eat Bel) lau — v|® en und et ee 
[1 == er l Für die positiven Potenzen v 77? und 
u” 2 wählt man die reellen Werte. Dann soll für x — X, 
der Anfangswert 
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genommen werden, wo sämtliche Potenzen reell und positiv 
sind. . 

Zur Wahl des Anfangswertes von n, (X) wird auf das 
Doppelintegral (20) zurückgegriffen. Von diesem unterscheidet 
sich y, (x,) nur dadurch, dab an Stelle der Grenzen 1 und 
des zweiten Integralzeichbens die Grenzen 1 und v eintreten. 
Dies führt dazu, in n, (X,) denjenigen Funktionszweig an- 
zunehmen, der aus dem Integrand von (20) entsteht, wenn die 
Variable zu von dem Wege 1 x zu dem Wege 1v fortschreitet. 
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indem sie den Punkt 1 in positiver Richtung umgeht. So soll 
als Anfangswert von n, (X) 
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genommen werden, wobei die Potenzen im Integrand reell und 
positiv sind. 

Bei der partikulären Lösung n, (x) soll für den Ausgangs- 
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genommen werden, wobei sämtliche Potenzen des Integranden 
reell und positiv sind. Man gelangt dazu, gerade diesen Zweig 
zu wählen, in dem man, von y,(x,) ausgehend, ähnlich wie 
bei n, (x) verfährt. 
In der partikulären Lösung ,(x) soll auch der reelle 
positive Wert von 
VER Fu per Tee 
0 
als Anfangswert genommen werden. Da v zwischen den Werten 
0 und — © variiert, so nimmt die Integrationsvariable z wesent- 
lich negative Werte an. Es ist also die Potenz (u — v) 7 #1 
positiv; dagegen sind die Potenzen 1 —x,) 7, v7, uf? 
und (1 —1)? “7! negativ. Letztere ersetzt man durch 
Very _ RAN RR 9) ikans 
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man den reellen Wert. Danach ist 
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wobei nun die Potenzen (x, —v) "7, (— v)’T 9, (u — v) Rn), 
— me und 1—ı)°7°—1 reell und positiv sind. | 

Um die Anfangswerte der partikulären Lösungen {, (x), 
(x) und £,(x) festzusetzen, zerlegt man diese Doppelintegrale 
in Teilintegralsummen folgender Art: 
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wenn der Abkürzung halber nur die Integralzeichen mit ihren 
Grenzen angegeben werden. Damit in jedem der Teilintegrale 
der Integrand reell und positiv ist, sind gewisse Potenzen von 
e’ü herauszusetzen. Die Wahl dieser Potenzen geschieht unter 
dem Gesichtspunkt, «daß die zu integrierenden Funktionen der 
Teilintegrale jeder partikulären Lösung ihren Zusammenhang 
behalten. In £, (x) unterscheiden sich die beiden Teilintegrale 
z. B. nur durch ihre ersten Integralgrenzen 0,x, und x,,1. 
Wählt man daher bei dem zweiten Teilintegral als Anfangswert 
1 
tue —ae— Bw —X,) er Ye 
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wobei sämtliche Potenzen der zu integrierenden Funktion reell 
und positiv sind, so wird bei dem ersten Teilintegral derjenige 


Funktionszweig zu nehmen sein, der aus dem Funktionszweig 
des vorstehenden Integrals dadurch entsteht, daß die Variable 
v von Werten des Weges x, 1 zu solchen des Weges x, 0 in 
der Weise fortschreitet, daß sie den Nullpunkt in positiver 
Richtung umgeht. Danach wird der Anfangswert des ersten 
Teilintegrals 
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wobei die Potenzen (x, —v) ” 7 usw. reell und positiv sind. 
‚Analog hängen die Zweige der zu integrierenden Funktion 
bei den Teilintegralen von [,(x) und £, (x) zusammen. 
Also sollen als Anfangswerte von £, (x), &, (x) und £, (x) 
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genommen werden, wo die Potenzen im Integranden reell und 
positiv sind. | 


B. Der Parameier x führe in den partikulären Lösungen 
y, (X), Y. (X) und y,(x) je einen positiven Umlauf um den 
Punkt 1 aus. 


l. Der Parameter x führe in dem Hauptintegral y, (x) einen 
Umlauf in positiver Richtung um den Punkt 1 aus bis zu einem 


DR 


in unmittelbarer Nähe von x, gelegenen Punkte 5. Er durch- 
laufe die geschlossene gestrichelte Kurve (Fig. 2). Da der 
Weg des Parameters den geradlinig von 1 nach © verlaufen- 
den Integrationsweg von y, (X,) schneiden würde, mub, damit 
die Stetigkeit von y, (x,) nicht verletzt wird, der Integrations- 
weg wie ein elastischer Faden vor der Parameterkurve aus- 
weichen, so daß der Integrationsweg von y, (x,) der Weg 
abcdefx wird. Damit ist — y, (x,) das Integral (@o fedcba), 
wobei auf dem Wege & f der in y, (x,) fixierte Funktionszweig 
anzuwenden ist. Die Parameterkürve und der Integrationsweg 
werden auf die geradlinigen Wege längs der reellen Achse und 
die Umkreisungen der singulären Punkte zusammengezogen 
(Fig. 3). Der Integrationsweg © fedcl von — Re besteht 
aus den Teilwegen of+fe-ted+dc-.cl. 

Das Integral (o f) ist unendlich ‚wenig von — y, (X,) ver- 
schieden. 

Die Variable v umgeht darauf längs des Halbkreises fe 
in positiver Richtung den Punkt 1. Das Integral (fe) darf 
n. Vor. vernachlässigt werden. Auf dem Wege ed ist derjenige 
Funktionszweig anzuwenden, welcher aus der zu integrierenden 
Funktion von — y, (X), d.h. aus 


v 
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' 
entsteht, indem die Integrationsvariable v den Punkt 1 in posi- 
tivem Sinne umgeht. Es sei z der Radius des Halbkreises f e. 
Der Punkt 1 ist für die Potenzen (v—x,) 7” und v7? kein 
Verzweigungspunkt, dagegen für das Integral 
Wan rau we a 
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es ist also festzustellen, worin dieses Integral mit positivem 
reellen Integranden, wenn die Variable v von einem zwischen 
den Grenzen 1 und © gelegenen Wert v = v, aus zu Werten 
v fortschreitet, welehe zwischen den Punkten 1 und x, liegen, 
indem sie den die beiden Wege 10° und x,1 trennenden Punkt 


— 31 — 


1 n. Vor. in positiver Richtung umgeht. Da nun der Variabi- 
litätsbereieh von z nach wie vor der Umgehung des Punktes 1 
durch die Integrationsvariable v sich von 1 bis zum jeweiligen 
Werte v erstreckt, so umgeht die Integrationsvariable z mit v 
zugleich den Punkt 1. Ist daher d der absolute Betrag von 
u—1, so ist u— 10 für die Punkte z der reellen Achse 
rechts von 1 und u—1==öe “U für die Punkte z der reellen 
Achse links von 1. Ist ferner & der absolute Betrag von v—1, 
so ist v—1=r für die Punkte v des Bereiches 1% und 
v—1l—re” für die Punkte v des Bereiches 1x,: d.h. es 
wird v—u— re”! für den Bereich 1x,, wenn r der Modul 
von v—u ist. Das betrachtete Integral geht also in 
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über, wobei für die im Integranden auftretenden Potenzen die 

reellen Bestandteile zu nehmen sind. Auf dem Wege 1x, ist 

daher nach v über den Funktionszweig 
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zu integrieren. Hier sind die Potenzen (v—x,) ” und v’ 
sowie das Integral reell und positiv. 

Folglich ist der zweite Bestandteil von — y, (x,), das Inte- 
gral (1x,), gleich e ? *! ne (3 WERTZUHLL 

Das Integral (dc) ist unendlich klein. Die Integrations- 
variable v umkreist, indem sie die Kurve dc durchläuft, in 
positiver Richtung den Punkt x,. Dieser ist Verzweigungs- 
punkt der Potenz (v— x) "7. Der Endwert v— 5) 7° der 
Potenz bei dem positiven Umlauf ‘der Integrationsvariablen v 
ist daher Ba ii (v—x) 7" Als letzten Bestandteil von 
— (x) ‚erhält man also e? Ce PINn dx). 
Die Addition sämtlicher Bestandteile ergibt: 


(23) yı (X) 3 (X) et 1 ya ; =iy) e BEIN 2y (X,) j 
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Il. Ehe man in der Ermittlung der Endwerte der parti- 
kulären Lösungen fortfährt, werden einige Betrachtungen durch- 
zeführt, welche für das Folgende nützlich sind. 

Man setzt 
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wobei die Potenz v7” ° und die Integralintegranden reell und 
positiv sind, und ermittelt die Endwerte von f, (v), 5 (v) und 
f, (v), welche aus den Anfangswerten bei einem positiven Um- 
lauf der Variablen v um den Nullpunkt und den Punkt 1 
hervorgehen. Die zugehörigen Endwerte werden durch f, (v), 
f w) und £,(v) resp. f, (v), f,(v) und f, (v) bezeichnet. 
Man setzt 
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wobei die positiven reellen Werte der Integranden genommen 
werden sollen. Dann kennt man nach Abschnitt I der vor- 
liegenden Arbeit die aus den Integralen g, (v), 8, (v) und g, (V) 
bei einem positiven Umlauf des Parameters v um die Punkte 0 
resp. 1 hervorgehenden Endwerte g, (V), g; (v) und 8, (v) resp. 
g,(v), &(v) und 9,(v). Wenn man nämlich in 9; (v,), & (V,) 
und 9, (v,) an Stelle von v, 0——ß—1,a—o-1undoe—c+1 
die Werte x,, —P, « und o substituiert, so gehen diese Inte- 
grale bzw. in die partikulären Lösungen y, (X), Y> (X,) und 
n,(X,) über (Form. 8). Also ergeben sich die Endwerte von 
£,(v), 8,(vV) und g,(v) resp. aus den Endwerten von y, (X), 
y,(x) und 7, (x), indem man in letzteren Endwerten «, ? und o 
durch &—0-+1, $—0o-+1 und o—0o--1 ersetzt. So ist 


(30) &ı 0, (v) = 8,0), 
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(32) &\ El 6 a Sie ar a ) 
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Damit sind auch die Endwerte von (24)—(26) bekannt. 
Da nämlich die Potenz v”° den Verzweigungspunkt v—0) 
hat, dagegen bei v—1 eindeutig ist, so nimmt sie wegen des 
positiven Umlaufs der Variablen v um den Nullpunkt den 
Faktor e?”7’WY 0 auf, während bei einem Umlauf von v um 
den Punkt 1 ihr Endwert mit dem Anfangswert identisch ist. 
Folglich ist: 


(36),1 A "rg, 

(36),2 Aw) = Br 12, I Baur) ) 85 (v}; 
(37),1 F v) =v’T" A % ‚ie 2 8), 

(37)2 .W)=v’ tw Pen e2ri@— @))e ari(e PR), (v;)}, 
(38),1 ft ll —v/Tte le 18; (v, zer errileTe) )8: (v)} 
DER AH Tr nn 


EB 


Ill. Man kehrt jetzt zur eigentlichen Aufgabe zurück, indem 
man den aus dem Hauptintegral y, (x) bei einem positiven Um- 
lauf von x um den Punkt 1 entstehenden Endwert ermittelt. 
In y,(x) kommt x außer als Parameter noch als obere Grenze 
vor. Es ist also in y, (x), wenn x variiert, die x-Kurve dem 
Integrationsweg hinzuzufügen (Fig. 4). Zieht man den Weg 
des Parameters auf die Umkreisungen und die beiden Wege 
längs der reellen Achse zusammen, so wird y, (x,) gleich dem 
Integral (Odefghik). Den Integrationsweg O0 defghik zer- 
legt man in die Teilwege 0Od—+def+ fg + ghi + ik (Fig. 5). 
Die Integrale (def) und (ghi) können n. Vor. vernachlässigt 
werden. Auf dem Wege Od ist als Anfangszweig der Funktions- 
zweig von y, (X,) fixiert worden. Das Integral (0d), welches 
bis auf eine unendlich kleine Größe gleich dem Integral (0x,) 
ist, wird mit y, (x,) identisch; denn die Punkte v dieser Strecke 
liegen außerhalb der x-Bahn, so dab für sie der Endwert 
(&—v)7” ‚der Potenz (X, —»v) ..?. mit, dem Anlansswee 
identisch ist. Ash, | 

Der zweite Bestandteil von y,(x,) ist das Integral (fg) 
oder (x, 2). Die Werte der zu integrierenden Funktion in 
diesem Integral schließen sich stetig an die Werte in y, (X) 
an. Da nun die Integrationsvariable v, um von dem einen. 
Wege zum anderen zu gelangen, n. Vor. den Punkt x, in 
positiver Richtung umgeht, so ist auf dem Wege x, 1 in dem 
Anfangswert des Integranden (x, — v) 77 durch e AU, 
x, — v7 zu ersetzen. Folglich wird der zweite Bestandteil 


Yon.) 


1 


e zu v—-x) ’AW)d. 


| 
Io) 


Die Funktionswerte auf dem Wege ik entstehen aus denen 
auf dem Wege fg, indem in diesen die Variable v den Punkt 1 
in positiver Richtung umläuft. In dem Integral (ik) sind also 
die Werte f, (v) anzuwenden (Form (36,2), und da das Inte- 
gral (ök) mit dem Integral (1x,) identisch ist, so wird der 
letzte Bestandteil von y, (X,) 


e-2=h|w re WL—errte Tag, an. 
1 


Dureh Addition der drei Bestandteile und Anwendung der 
Gl. (24), (27), (29), sowie nach Einführung der Anfangswerte 
vermöge der Gl. (19),2 und (21),1 gewinnt man 


(39) ya &ı) —=y, X) — a le 7%). 


IV. In der partikulären Lösung y, (x) führe der Parameter 
x von dem Anfangswerte x<—=x, aus einen positiven Umlauf 
um den Punkt 1 aus. Der Anfangswert von y, (x) für xx 
ist (19), 3. Zur Ermittelung des Endwertes ist wie im vorigen 
Abschnitt zu verfahren. Die dort angestellten Betrachtungen 
übertragen sich auf y,(x), wenn man f, (v) durch J,(v) und 
entsprechend f, (v) durch f, (v) ersetzt. D. i. 
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oder wenn man für f,(v) und f, (v) die Werte (25) und (37), 2 
und darauf nach (19), 3 und (21), 1 die Anfangswerte y, (X,) 
n, (x,) einführt 


eye) ie a 2 c,) 


IV. Es sind y, (@), y, () und y, (x) die Hauptintegrale für 
den singulären Punkt x=0. y,(x,) ist in der Umgebung des 
Nullpunktes eindeutig. Umkreist daher in y, (x) der Parameter 
x den Nullpunkt, so ist y, (X) =y, (X). Die Hauptintegrale 
y,(&) und y, (x) sind für x = 0 mehrdeutig und nehmen bei 
einem positiven Umlauf des Parameters um x—=0 die Faktoren 
er 32 Ho voan, ler auf (vol, (16), 2.3), 


C. Der Parameter x führe in den partikulären Lösungen n7,(X), 
7, (X) und n, (x) je einen positiven Umlauf um den Nullpunkt 
aus. 


I. In der bei x—=1 mehrdeutigen partikulären Lösung 
n, (x) umkreise der Parameter von dem Werte x =x, aus- 
gehend in positiver Richtung den Nullpunkt. Der Endwert 
7,(x%,) ist gleich dem Integral (lLabcdef) (Fig. 9), wo auf 
dem Wege la über den Funktionszweig von n, (X,) zu inte- 
grieren ist. Da x nämlich in n, (x) obere Grenze zugleich ist, 
wird der Integrationsweg von n, (X,) gleich dem Integrations- 
weg des ursprünglichen Integrals vermehrt um den Weg des 
Parameters x. Der Integrationsweg von n, (X,) besteht außer 
dem Halbkreis und dem Kreis um den Nullpunkt, über die das 
Integral n. Vor. einen unendlich kleinen Wert hat, aus drei 
Bestandteilen 1a, bc und ef, oder was dasselbe ist 1x, x,0 
und 0x.. 


Bei Berücksichtigung von (26) ist 
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Das Integral (1x,) ist mit n, (x,) identisch, denn die Punkte 
v dieser Strecke liegen außerhalb der x-Kurve, so dab für sie 
der Endwert der Potenz v—x,) 7 gleich dem Anfangswert 
ist. Auf den Wegen x,0 und Ox,, welche darauf die Integra- 
tionsvariable v nacheinander durchläuft, ist in dem Anfangs- 
wert des Integranden (v— x,) 7 durch e= "%|v— x, |? zu 
ersetzen, da v, um zu diesen Wegen zu gelangen, zuvor den 
Punkt x, in positiver Richtung umgeht. Die Funktionswerte 
auf dem Wege 0x, schließlich entstehen aus denen auf dem 
vorangehenden Wege x,0, indem in letzteren die Variable v 
einen positiven Umlauf um den Nullpunkt ausführt. Auf dem 
letzten Wege 0x, sind folglich die Werte f, (v) anzuwenden. ° 

So ist 
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oder für /, (v) und f, (v) die Werte (26) resp. (36), 1 eingesetzt 
und n, (x,) nach (21), 1 und y,(x,) nach (19), 3 eingeführt 
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In letzterem Doppelintegral sind sämtliche Potenzen reell 
und positiv. Da die partikulären Lösungen n,(x) und n, (X) 
bei einem Umlauf des Parameters um den Nullpunkt die Sum- 
manden y, (X) resp. y, (x) mit gewissen Faktoren behaftet auf- 
nehmen, wie unten gezeigt wird, so ist es vorteilhaft, das in 
n,(x,) auftretende Doppelintegral, welches keine partikuläre 
Lösung von (4) darstellt, durch y, (x,) und y, (x,) auszudrücken. 
Man benutzt zu diesem Zwecke Gl. (15) und ersetzt in ihr x, 
X, @%, ß, o durch v, v, «— 041, B—0-+1, oe —0--.1. Sie 
geht dann in 
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Infolgedessen wird 
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Setzt man diesen Ausdruck für das in n, (x,) auftretende 
Doppelintegral ein, so erhält man, wenn man (19), 2—3 beachtet 
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lI. In dem Hauptintegral y, (x) führe der Parameter x 
von dem Ausgangswert <—x, an einen positiven Umlauf um 
den Nullpunkt aus. Man bezieht sich auf Fig. 6. Der Para- 
meter beschreibt in positivem Sinn die gestrichelte Kurve. Der 


— 39 — 


Umlauf von x führt, damit die Bedingung der Stetigkeit von 
n, (x) erfüllt sei, eine Änderung des Integrationsweges in der 
Weise herbei, dab der ursprünglich längs der reellen Achse 
von — » nach O verlaufende Integrationsweg von der Kurve 
des Parameters wie ein elastischer Faden vor ihr hingeschoben 
wird. Es ist daher n, (x,) das längs des Weges — »abcdeo 
erstreckte Integral. Auf dem Teilwege — » a ist der Funktions- 
zweig von n,(xX,) anzuwenden. Nach Zusammenziehung der 
Kurven (Fig. 7) wird n,(x,) das Integral (-»abcdfeh). 
Dieses besteht aus den Teilintegralen (— o a+(abc)-+ (cd) 
TÜergD Hr eh). 

Das Integral — » a) ist mit n,(x,) identisch, denn die 
Punkte v dieser Strecke liegen außerhalb der x-Kurve, so dab 
für sie (S— v7 —=(x, —v) ist Statt des Weges — oa 
darf n. Vor. der Weg — »0 genommen werden. Daher ist 
72(x,) der erste Bestandteil von n,(x,). Es nimmt folglich 
» (X) bei einem Umlauf von x einen Summanden auf; nämlich 
das Integral (abcdfgh). Das Halbkreisintegral (abc) ist 
n. Vor. unendlich klein. Die Integrationsvariable v umgeht nun 
den Nullpunkt in positivem Sinn längs dieses kleinen Halb- 
kreises. Ist &e sein Radius, so ist für den Punkt a des Halb- 
kreises, welcher zugleich auf der negativen reellen Achse liegt, 
— y—e, für die Punkte v des Halbkreises (—v)— ee”! wo 
3 ihr jeweiliges Azimut bedeutet; daher ist (— v)— se”! für 
den Punkt c des Halbkreises als Schnittpunkt mit der positiven 
reellen Achse. Nach der Umgehung des Nullpunktes, d. h. auf 
dem Wege von c bis zum Punkte x,, ist daher (—v) 77, 
durch 7” e”"iW— 0 zu ersetzen. Nnn darf der Weg cd 
durch Ox, ersetzt werden, daher ist der zweite Bestandteil von 
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oder e #7 0)y,(x,) [vgl. (19),2]. Die Integrationsvariable 
v umkreist darauf längs des unendlich kleinen Kreises dfg 
den Punkt x,. Da dieser Punkt für die Potenz (x, —v) 7 
Verzweigungsstelle ist, so nimmt (x, — v) "7 infolge des Um- 
laufs der Variablen v den Faktor e?"% auf. Auf dem Teil- 
wege gh ist daher E—v)”?7=e?"l (x —v)?. Dadas 
Kreisintegral (d fg) vernachlässigt werden darf, erhält man als 
letzten Bestandteil von n,(x,) das Integral (g ’h) oder (x, 0), d.h. 


0 
nl 2 Ma 
x 
ee) 


July 
1 
abrlo 


öder —-,E Va). 


Also ist: 
(43) N Ken X) (le . u) ER yY (%)- 


III. Der Parameter x umkreise in der partikulären Lösung 
n, (X) in positiver Richtung den Nullpunkt. Der Anfangswert 
won, 1x) Ur’x = X ASt MaL ya 
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LW=W?T under weeaeelce 
gesetzt wird. Hier ist (x, —v) 7 f,(v) reell und positiv. 
Man bezieht sich im folgenden auf Fig. 6 und verweist 
zu ihrer Erklärung auf S. 39, Abschn. II. Es ist n, (x,) gleich 
dem Integral (— wabcded) oder auf Fig. 7 bezogen gleich 
dem Integral (—»abcdfgh). Man zerlegt den Integrationsweg 
— owabcdfgh in die Teilwege ma ne 


en 
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Das Integral (— »a) ist bis auf eine unendlich kleine 
Differenz mit dem Integral n,(x,) identisch. Daran schließt 
sich, nachdem die Integrationsvariable v den Nullpunkt in 
positivem Sinne umgangen hat, das Integral (cd), denn das 
Integral (abc) ist n. Vor. nur wenig von Null verschieden. 
Die Werte der zu integrierenden Funktion auf dem Wege cd 
schließen sich stetig an die Werte auf dem Wege — ma an. 
Nun ist der Nullpunkt für die Potenz (—v)” ”° der zu inte- 
srierenden Funktion Verzweigungspunkt. Bezeichnet daher & 
den absoluten Betrag von (—v), so ist auf dem Wege cd 
(—v)?—° durch &? = e"iW —0) zu ersetzen. Ferner ist der 
Nullpunkt für den anderen Faktor von f, (v), nämlich für das 
Integral 
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erstreckt über den negativen Wertebereich von O bis v, ein 
Verzweigungspunkt. Es umgeht mit v zugleich die Integrations- 
variable z des vorstehenden Integrals in positiver Richtung den 
Nullpunkt. In selbigem Integral ist somit der Punkt u=v=0 
für die Potenzen (u—v) = ®—!und (— uw)? Verzweigungs- 
punkt. Ist daher w=|u—v| und d—=|— u], so ist, da beide 
Integrationsvariablen den Nullpunkt längs des Halbkreises ab c 
in positiver Richtung umgehen, auf dem Wege cd in dem vor- 
stehenden Integral (u—v)°—?—1 durch BE ee 
und (— uw)? ?durch 6? e"!@—9) zu ersetzen. Auf dem 
Wege (cd) ist also an Stelle von f, (v) 
N Adern a a 
0 

anzuwenden. Man erhält daher als zweiten Bestandteil von 
n,(x,) das Doppelintegral 
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Die Integrationsvariable v umkreist darauf längs des un- 
endlich kleinen Kreises d fg in positivem Sinne den Punkt x.. 
Da v—x, für die Potenz (x, —v) 7 Verzweigungsstelle ist, 
so nimmt (x, —v)? dabei den Faktor e?"% auf. Das 
Integral (gh) oder (x, 0) ist daher 
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oder gleich — e? HTW), (x,). 
Durch Addition der drei Bestandteile ergibt sich: 
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IV. Die partikulären Lösungen n, (x), 7, (x) und n, (x) sind 
Hauptintegrale für die Umgebung des singulären Punktes 
x—1 und als solche durch die Reihen a. S. 22 definiert. Die 
partikulären Lösungen n,(X) und n,(x) sind bei x=]1 ein- 
deutig, während n, (x) bei einem positiven Umlauf von x um 
den Punkt 1 den Faktor e?"i@+—«—£—7) aufnimmt. 


D. Beziehungen, welche zwischen den partikulären Lösungen 
yı (©), 92 (X), 93 (X) und 7, (X), 9% (X), 7, (X) bestehen. 


Da nun die Endwerte der partikulären Lösungen im Ge- 
biete der beiden endlichen singulären Punkte bekannt sind, 
läßt sich die Gruppe von Beziehungen zwischen den Haupt- 
integralen dieser Gebiete aufstellen. Es bestehen die Gleichungen 
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CR A) Ze ee) 


und 
Aal y AR )=-am A) EN) En): 


wobei die Koeffizienten. a, .40,Q,; b,, b,,.b, und.c., ce 
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konstant sind. Nun gehen diese Gleichungen durch einen 
positiven Umlauf von x um 0 resp. 1 in 


(45),2 Yy ean Kt, &) + a N3 0%) 
(46),2 y Ü)=bn &) +02 0) +5,03 (&) 
(47),2 yAÄ)ZaN AD) TEA) Tr 5) 


resp. 


(45),3 y, Kan Kt X) Ay 0; &) 
(46),3 9) =b m) 0,0 0%) + 5303 %) 
 (47),3 YAM) N) 1, (%) 
über. 

Man subtrahiert (45),1 von (45),2 und (45),3 und analog 
(46),1 von (46),2 und (46),3, sowie (47),1 von (47),2 und (47),3 
und setzt die Werte ein, so ergeben sich direckt die Koeffi- 
zienten 
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und für die Berechnung von @a,, Q,; db, b,; c, und c, die 
Gleichungen 
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Die Gleichungen (48)—(50) sind erfüllt, wenn in jeder 
derselben die Koeffizienten von y,(xX,) und y,(x,) identisch 
Null sind; das ergibt 
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Hiermit sind sämtliche Koeffizienten der Gleichungen 
(45),1—(47),1 bekannt. Es ist wichtiger, die partikulären 
Lösungen n, (X), n, (X) und n, (X) durch y, (X), y, (X) und y, (X) 
auszudrücken, vermöge der Formeln 


(Sl),l 1. AR) TA A 
(82),1 Na (X) —=B; yı Ku )aB: Ya Sn une Vs (X); 
(33),1 EEE ED LO nee. Cs Y(&): 


weil das Gebiet des Punktes 1 eine Ausnahmestellung einnimmt, 
insofern die Anzahl der eindeutigen Lösungen hier unbestimmt 
ist und daher 7, (x) und n, (x) in gewisser Weise willkürlich 
gewählt werden‘). Die in den Gl. (51),1—(53),1 auftretenden 
Konstanten können aus den Relationen (45),1—(47),1 bezeichnet 
werden. Um aber die Weitläufigkeit eines solchen Verfahrens 
zu vermeiden, benutzt man die Umlaufsrelationen 


612 nA) =AN Kt Ay A) + AN 0): 


ENDE. m @)=A dm +49 &) + Ay, Cu) usw. 


Indem man in diese die bekannten Endwerte einsetzt, 
erhält man je zwei Gleichungen, welche die Ermittlung der 
Konstanten ganz wie oben ermöglichen. Führt man diese ein- 
fache Rechnung durch, so ergibt sich: 


!) Pochhammer, Über die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihen mit zwei endlichen singulären Punkten. Journ. 
f. Math. 102 S. 94. 
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E. Der Parameter x führe in den partikulären Lösungen 
@&) &(&) und £,(&) je einen positiven Umlauf um je 
einen der endlichen singulären Punkte aus. 


Nachdem der Zusammenhang zwischen den Gebieten der 
endlichen singulären Punkte ermittelt worden ist, zieht man auch 
das Gebiet des unendlich fernen Punktes in Betracht und stellt 
den diesbezüglichen Zusammenhang der partikulären Lösungen 
fest. Dazu ist es notwendig, die Endwerte zu besitzen, in 
welche die partikulären Lösungen £, (x), &, (x) und £,(x) bei 
einem positiven Umlauf des Parameters um die endlichen singu- 
lären Punkte übergehen. Wie man sich überzeugt, kann jede 
dieser partikulären Lösungen in eine Summe von zwei resp. 
drei Teilintegralen zerlegt werden (S. 27). Führt also der 
Parameter x einen geschlossenen Umlauf aus, so bedeutet dies, 
daß x in jedem der Teilintegrale einen solchen geschlossenen 
Umlauf macht. Da die Teilintegrale der partikulären Lösungen 
L,(&), &(x) und &,(x) zum Teil oben betrachtet sind, so ist 
die Aufgabe wesentlich erleichtert, die Endwerte zu bestimmen. 
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Die Endwerte können aber auch abgeleitet werden, ohne die 
Zerlegung der partikulären Lösungen in Teilintegrale zu be- 
nutzen. 

I. Es werde der aus £, (x) bei einem positiven Umlauf des 
Parameters x um den Nullpunkt entstehende Endwert ermittelt. 
Als Anfangswert der zu integrierenden Funktion v— x)" "y(v) 
von £, (x). wo 


V 
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ist, werde unter Annahme von x—=x, als Ausgangswert des 
Parameters für Werte der Integrationsvariablen v in der un- 
mittelbaren Umgebung der oberen Integralgrenze 1 der Zweig 
(v„—x,) 7, (v) gewählt (Gl. 26). Der Umlauf von x um den 
Nullpunkt hat eine Veränderung des ursprünglich geradlinig 
von O0 nach 1 verlaufenden Integrationsweges von £, (x,) zur 
Folge. Es beschreibe der Parameter x etwa die Kurve 


ne 
x, abE in positivem Sinn, wo & in unmittelbarer Nähe von x, 
liegt. Dann muß, wenn die Stetigkeit von £, (x) nicht verletzt 
werden soll, der Integrationsweg von £, (x) ausbiegen, derart, 
dab der Integrationsweg vor der x-Bahn ständig ausweicht. 
Danach wird der Integrationsweg von —£,(x,) der Weg 1A 
BCDEDO (Fig. 10) oder lLabcdefghi (Fig. 11). Man zer- 


PR LEN 


legt ihn in die Teilwege 1a, ab, cde, ef, fgh und hi, welche 
bis auf eine unendlich kleine Größe mit den Strecken 1x, 
resp. x,0 identisch sind. Die Integrale (ab), (cde) uns (feh) 
sind unendlich klein. 

In einem dem Punkte 1 unendlich benachbarten Punkte k 
ist v—x,) 7f%(v) als Anfangszweig gewählt worden. Auf 
dem Wege ka oder 1x, ist v—5) 7 =(v—x,)”}?, denn 
die Punkte v dieser Strecke liegen außerhalb der x-Kurve; 
ferner sind die Werte , (v) daselbst anzuwenden. Das Integral 
(1x,) wird also 
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Darauf umgeht die Integrationsvariable v in positiver Rich- 
tung längs ab den Punkt x,, welcher für die Potenz v—x,) 7 
der zu integrierenden Funktion (v—x,) 7 f, (v) Verzweigungs- 
punkt ist. Infolgedessen ist auf dem Wege x.0 v—x) 7 
durch e= 7 |vy—x,|”7 zu ersetzen und das Integral (bc) 
oder (x,0) wird 


ER Zul, —v)7 75%) dv 


wobei (x, —v) 7 positiv und reell ist. 

Auf dem Wege ef oder 0x, ist /,(v) anzuwenden [Gl. 
(38), 1], weil die Integrationsvariable v, um von den Werten 
des Weges bc zu solchen des Weges ef zu gelangen, den 
Sullpunkt positiv umkreist. Ein weiterer Bestandteil von 


— £, (x%,) ist daher 


x 
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Schließlich umkreist die Integrationsvariable v den Punkt 
x. Die Potenz (x, —v) —? nimmt dabei den Faktor e ? "ir 
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auf, so daß (ev) 7=en ir (x, —v) 77 auf dem Wege hi 
ist. Also ist der letzte Bestandteil von — £, (x,) 


0 


a: ee —ı) "’RA)d. 
Summiert man diese vier Bestandteile und führt [, (x,) wach 
(22), 1, y, (x) nach (19),3 ein und beachtet die Gleichung 
(41), 2, so ergibt sich 
I= EN, (1— e2=i) ge — 2 rio 
2 ni (0o—o) 72 &) 
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II. Bei der partikulären Lösung £, (x) führt der Umlauf 
des Parameters um den Punkt 1 keine Anderung des Integra- 
tionsweges herbei (Fig. 12). 
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Denn da vorausgesetzt worden ist, dab die Integrations- 
variable singuläre Punkte in negativer Richtung umgehen soll, 
wenn sie von kleineren zu größeren Werten fortschreitet, so 
wird die x-Kurve den geradlinig von O0 nach 1 verlaufenden 
Integrationsweg von 8,(x) nieht schneiden, da der Punkt x, 
unterhalb des Umgehungshalbkreises abc liegt. Als Anfangs- 
wert der zu integrierenden Funktion (v— x) "7(v) von £, (x) 
fixiert man für x—=x, und für die unmittelbare Umgebung des 
Nullpunktes den Zweig e "7 VIER, Wo v7 
reell und positiv ist. Der Endwert [, (x,) ist gleich dem Inte- 
gral (Oabc1l). Bei Vernachlässigung des Halbkreisintegrals 
(abc) besteht Z,(x,) aus den Integralen (0a) und (c1) oder 
(0x,) und (x, 1). 


BE 


Würde der Parameter keinen Umlauf ausführen, so wäre 
das Integral (Oabc1) unter Berücksichtigung des in der Um- 
gebung des Nullpunktes fixierten Anfangswertes 


Be ne 7%) dv. 


Der Umlauf von x verursacht nun, daß das letzte Integral 
den Faktor e?”*% aufnimmt, weil die Punkte v des Weges 
x, 1 von der x-Kurve umschlossen werden. Im ersten Integral 
ist dagegen ($—v) "7—=(x,—v)”, da die Punkte v dieses 
Integrationsweges ganz außerhalb der x-Bahn liegen. Es ist 
also 


ern oc 
(0) f 
RR ir | v—x) 7%) av, 


1 
oder wenn nach Addition von + [w =.) ’rlavraen 
und n, (X,) eingeführt wird [(22),1 und (21),1]. 
(55) EU -eTt Nm. 


Il. In 5, (x) umkreise der Parameter x von x—=x, aus- 
gehend in positiver Richtung den Nullpunkt. Als Anfangswert 
von £,(x) soll für sehr große, aber endliche Werte v der Zweig 


1 
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genommen werden, wo die Potenzen (v—x;) "? und v779 so- 
wie das Integral einen positiven reellen Wert haben sollen. 
Da x in [,(x) als obere Grenze nach v vorkommt, so ist der 


Integrationsweg von [,(x,) gleich dem Integrationsweg des An- 


fangswertes [, (x,) vermehrt um den Weg des Parameters, also 
der Weg @abcdefghix, (Fig. 13). Er besteht aus den 


Z 


Teilwegn oa+abc+cd+def+fg+ghi-tix. 
Die Integrale (ad.c), (def) und ghi haben einen unendlich 
kleinen Wert. Auf dem Wege ©a oder 1 ist über den An- 
fangszweig von [,(X) zu integrieren; das Integral (o 1) ist 
daher 
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Der zweite Bestandteil von [,(x,) ist das Integral (1x,) 
oder 


je ="? dv { RW) — fr (v) } (vgl. (22), 2). 


Die Integrationsvariable v durchläuft dann den Halbkreis 
def; dabei geht v„—x,)”"” ine” "7|v—x, |”? über. Das 
Integral (fg) oder (x,0) ist somit 
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wobei (x, —v) 7 reell und positiv ist. 

Die Funktionswerte auf dem Wege ix, schließen sich 
stetig an diejenigen des vorhergehenden Weges fg an. In 
dem Integral (ix,) oder (0x,) sind daher wegen des Umlaufs 


von v um den Nullpunkt die Werte /,(v) und /,(v) anzu- 
4* 


EN BOR n- 
wenden [(37),1 und (38), 1]. Der letzte Bestandteil von [, () 
ist \ 
era) 
0 

Führt man für /,(v) und /,(v) die Werte ein, beachtet, 
daß die Summe der ersten beiden Bestandteile gleich [,(x,) 
ist und drückt die übrigen Bestandteile durch y,(x,) und y,(X,) 
[nach (19), 1—2 und (41), 2] aus, so ergibt sich 
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IV. In %(x) führe der Parameter x von dem Werte 
x—=x, aus einen positiven Umlauf um den Nullpunkt aus. Als 
Anfangswert von [, (X) fixiert man für hinreichend große, aber 
endliche Werte von v den Zweig 


Vv—-x) 7 veol(a me # In? ou Ne 
@ 0) 

wobei die reellen positiven Werte der Potenzen (v—x,) 7 
und v? 7° und des Integrals genommen werden sollen. Dax 
in £, (x) obere Grenze nach v ist, so ist der Integrationsweg 
von £, (x) gleich dem Integrationsweg von £,(x,) vermehrt 
um den Weg des Parameters, d.h. der Weg wabcdefghix, 
(Fig. 13). Die Ableitung von £,(x,) ist eine analoge zu der- 
jenigen von £,(x,) und man begnügt sich damit, das Resultat 
anzugeben. Es ist 
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oder nach Einführung von £[, (X,), Y, (X) und y, (X,) 
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V. In &,(x) umkreise der Parameter x von dem Anfangs- 

wert x—=x, ausgehend in positiver Richtung den Punkt 1. Als 

Anfangswert von [, (x) ist oben für große, aber endliche Werte 


v der Zweig 


ee up) v— x) vr? 
1 
fe - Een ee, an 
0 
genommen werden, wobei die Potenzen (v —x,) 7,v””" und 
das Integral reell und positiv sind, 
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In &,(&) ist x die obere Grenze nach der Integrations- 
variablen v, daher ist £,(x) gleich der Summe von Integralen, 
erstreckt längs des nelchen Integrationsweges und des 
Weges des Parameters. Beschreibt der Parameter die Bahn 
x, DEFS, so wird der ursprünglich geradlinig von © nach X, 
verlaufende Integrationsweg von [,(x,) die Gestalt © ABC 
annehmen. Der Integrationsweg von £, (x,) ist also o ABCx, 
DEFS (Fig. 14) oder wabcde/x, (Fig. 15). Er kann in 
die Teilwegse oatab+bc+cd+tde-+te/tfx, nerlegt 
werden. Die Integrale (ab) (cd) und (ef) haben einen un- 
endlich kleinen Wert. 

Das Integral (© a) ist bis auf eine sehr kleine Größe mit 


1 
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identisch. Man setzt 
l 


zerletr-emyr-e [wine EUCH Sue du; 
0 
dann ist längs des Weges bc derjenige Zweig anzuwenden, 


der aus /, (v) entsteht, wenn v den Punkt 1 in positiver Richtung 
längs eines Halbkreises umgeht. Das Integral (bc) wird daher 


[e-0- NEON 
Das Integral (de) oder (x, 1) ist 
alle AO ON 
weil die I ion te v den Verzweigungspunkt x, der 
Potenz (v-—— x,) |" positiv umkreist hat, 


Auf dem Wege /x, schließlich, ‘welcher mit 1x, identisch 
ist, sind die Werte /, (v) und /, (v) anzuwenden, da die Variable v 


BAIEN 


einen positiven Umlauf um 1 ausgeführt hat, ferner ist daselbst 
N Ka BAUS Stetigkeitsgründen. Als 
letzter Bestandteil von [,(x,) kommt somit 
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in Rechnung. Addiert man die vier Bestandteile und ordnet, 
so erhält man | 


(58) Eee Ka) HL Ex): 


VI. Die Ermittlung von 20 gestaltet sich analog der- 
jenigen von £,(x,), da sich diese beiden partikulären Lösungen 
nur durch die auf die Variable u bezüglichen Integrationsgrenzen 
unterscheiden. Es genügt daher das Resultat anzugeben. 
Es ist 
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F. Beziehungen, welche zwischen den partikulären Lösungen 
yo 30), 9,00) und 'L,.@), 5 (X), 5 (X), sowie’ zwiseien 
letzteren und n, (X), ns (X), n3 (X) bestehen. 


Die Hauptintegrale im Gebiete des Nullpunktes und des 
unendlich fernen Punktes seien durch die Gleichungen 


C, (&) a UI) TUN MR): 
a aan. 
if > GC, yı &) + &) Ber , 


verbunden, wo die Koeffizienten A, W,, W,, ®, usw. konstant 
sind. Zur Ermittlung dieser Koeffizienten besitzt man die 
Gleichungen 


HUHN), 
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und \ 


= “, DHL) + NH), 


(Sı 
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Setzt man in (61) und (62) die Werte ein und subtrahiert 
(60),1 von (61),1 und (62),1 usw., so erhält man 
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usw. Von diesen Gleichungen ist die erste dann erfüllt, wenn 
beide Faktoren von y, (X,) und y,(x,) gleich Null sind. Diese 
Erwägung gibt in Verbindung mit (63),2 drei Gleichungen zur 
Ermittlung von U, W,, A, usw. Die Rechnung ergibt: 
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Die Koeffizienten a,, a,, a,, b, usw. des reziproken Gleichungs- 
systems 
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erhält man entweder vermittelt der Umlaufsgleichungen, 
welche zum System (64) gehören, wie die Koeffizienten W,, 
A,,.... usw. aus (60), (61) und (62) oder aus dem Gleichungs- 
system (60). Ist D die Determinante des System (60), welche 
auswertbar ist, so ergibt sich 
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Damit sind auch die Koeffizienten a,, a,,.... bekannt, die aus- 


geführten Resultate sollen wegen ihrer Unförmlichkeit nicht 
angegeben werden. Auch besitzen die Gleichungen (64) nicht 
die Bedeutung wie die Formeln (60), da die letzteren zur 
Kenntnis der Verzweigung der partikulären Lösungen hin- 
reichend sind. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten in den Gleichungen 
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benutzt man wieder die Umlaufsrelationen. Die Rechnung ist 
fast die gleiche, nur mit dem Unterschied, daß sich die Koeffi- 
zienten /, m, und n, aus der bei einem positiven Umlauf von 
x um den Punkt 1 entstehenden Gleichung direkt nach Sub- 
traktion der ursprünglichen Gleichung ergeben. 

Man erhält: 
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Die Koeffizienten des reziproken Systems 
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sind komplizierter Natur. Nennt man D, die Determinante 
des Systems (66), so ist 
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Schluß. 


Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daß die durch 
Doppelintegrale dargestellten partikulären Lösungen den Vor- 
zug haben vor den durch die hypergeometrischen Reihen ge- 
gebenen Partikularlösungen. Die Zusammenhangskoeffizienten 
bestehen nämlich hier aus niederen Transzendenten, während 
sie bei Benutzung der Reihendefinitionen aus Transzendenten 
höherer Art gebildet sind. 
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